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Méthode QR

Théoréme 1 (Méthode QR). Soit A € GL,(K) diagonalisable. On suppose que ses valeurs propres sont de
modules distincts et on les classe par modules décroissants : |\ > |Aa| > ... > |\n|. On construit la suite :

Ag=A
{Ak+1 = RipQr ot Ax = Qi Ry est la décomposition QR de Ay

On suppose qu’il existe P € GL,,(K) tel que A = PDiag(A1,...,\) Pt et P! admet une décomposition LU .
Alors la diagonale de Ay converge vers Diag(A1, ..., ), et les coefficients sous la diagonale tendent vers 0.

Démonstration.

Pour tout k € N, puisque @y, est unitaire, on a Ry = Q} A, donc Agy1 = Qf AQy. Par une récurrence immédiate,
onaalorsque Ag11 = QFAQy, ol Qp = Hle Q;. De plus, on a également que A* = Q, Ry, ol Ry, = Hle Ry_;:

A* = (Q1R1)--- (Q1Ry)
=Q1(R1Q1) - (R1Q1)Ry = Q1(Q2R2) - - (Q2R2) Ry
= Q1Q2(R2Q2) - (R2Q2)RoRy = ... = (Q1Q2 - - Qi) (Ry - - - RoRy)

Etape 1 : Calculons la décomposition QR de A* d’une autre maniére.
On note P = QR et P~ = LU les factorisations QR et LU respectives et A = Diag(\1,...,\,). Alors :
VkeN, A* = PA*"P~! = QRAFLU = QR(AFLA=*)A*U
Or, pour tout k& € N et tous 4,5 € [1,n], on a AFLA™F = ()\fLiﬁj)\j*k)l@ngn est triangulaire inférieure de
termes diagonaux valant 1. De plus :
PN
VEeEN, VI<j<i<n, (A"LATF),; = () Li; ——0

Aj k—o0

Ainsi, limy_, oo (A¥FLA™*) = I,,. En particulier, limy_, oo R(AYLA=*)R™! = I,,. Notons O, T}, la décomposition
QR de R(A*LA=*)R~!. Par continuité de la décomposition QR, et puisque OxTy = R(A*LA~F)R™! converge
vers I, on en déduit que Oy et T} convergent aussi vers I,,. On a ainsi obtenu :

AF = QR(AFLAF)AFU = (QOy) (T RA*U)

Or, la matrice QOy, est unitaire comme produit de matrices unitaires, et la matrice T, RA*U est triangulaire
supérieure comme produit de matrices triangulaires supérieures. Il existe alors une matrice D € M, (C)
diagonale telle que :

DyT,RA*U € TH(C) et Vi€ [l,n], |(Dr)id =1

Par unicité de la décomposition QR, on a alors :

Qr = QOnD; et Ry = DpTiRRAFU
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Etape 2 : Montrons la convergence de A*.

Gréace a ce que 'on vient de trouver, on peut écrire :

Apy1 = QAQk = (QOLDE)*A(QOw DY) = DO Q" AQO, Di;
Or, puisque A = PAP~! = QRA*R='Q~" on obtient :

Apy1 = DrO;Q*QRAR'Q'QO. D} = DLOFRAR™ O, D}
De plus, comme R est diagonale supérieure, et puisque Oy, converge vers I,,, on a :

)\1 (*) )\1
lim Ayq = lim D,LOj(RAR YOy D = lim DO} Oy D} =
k—o00 k—o0 k—o0 0 \ 0

Ainsi Ay converge bien vers une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est Diag()\q, ..
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