
Développements - Mixte Méthode QR

Méthode QR

Théorème 1 (Méthode QR). Soit A ∈ GLn(K) diagonalisable. On suppose que ses valeurs propres sont de
modules distincts et on les classe par modules décroissants : |λ1| > |λ2| > . . . > |λn|. On construit la suite :{

A0 = A

Ak+1 = RkQk où Ak = QkRk est la décomposition QR de Ak

On suppose qu’il existe P ∈ GLn(K) tel que A = P Diag(λ1, . . . , λn)P−1 et P−1 admet une décomposition LU .
Alors la diagonale de Ak converge vers Diag(λ1, . . . , λn), et les coefficients sous la diagonale tendent vers 0.

Démonstration.

Pour tout k ∈ N, puisque Qk est unitaire, on a Rk = Q?
kA, donc Ak+1 = Q?

kAQk. Par une récurrence immédiate,
on a alors queAk+1 = Q?

kAQk, oùQk =
∏k

i=1 Qi. De plus, on a également queAk = QkRk, oùRk =
∏k

i=1 Rk−i :

Ak = (Q1R1) · · · (Q1R1)
= Q1(R1Q1) · · · (R1Q1)R1 = Q1(Q2R2) · · · (Q2R2)R1

= Q1Q2(R2Q2) · · · (R2Q2)R2R1 = . . . = (Q1Q2 · · ·Qk)(Rk · · ·R2R1)

Étape 1 : Calculons la décomposition QR de Ak d’une autre manière.

On note P = QR et P−1 = LU les factorisations QR et LU respectives et Λ = Diag(λ1, . . . , λn). Alors :

∀ k ∈ N, Ak = PΛkP−1 = QRΛkLU = QR(ΛkLΛ−k)ΛkU

Or, pour tout k ∈ N et tous i, j ∈ J1, nK, on a ΛkLΛ−k = (λk
i Li,jλ

−k
j )16i,j6n est triangulaire inférieure de

termes diagonaux valant 1. De plus :

∀ k ∈ N, ∀1 6 j < i 6 n, (ΛkLΛ−k)i,j =
(
λi

λj

)k

Li,j −−−−→
k→∞

0

Ainsi, limk→∞(ΛkLΛ−k) = In. En particulier, limk→∞R(ΛkLΛ−k)R−1 = In. Notons OkTk la décomposition
QR de R(ΛkLΛ−k)R−1. Par continuité de la décomposition QR, et puisque OkTk = R(ΛkLΛ−k)R−1 converge
vers In, on en déduit que Ok et Tk convergent aussi vers In. On a ainsi obtenu :

Ak = QR(ΛkLΛ−k)ΛkU = (QOk)(TkRΛkU)

Or, la matrice QOk est unitaire comme produit de matrices unitaires, et la matrice TkRΛkU est triangulaire
supérieure comme produit de matrices triangulaires supérieures. Il existe alors une matrice Dk ∈ Mn(C)
diagonale telle que :

DkTkRΛkU ∈ T+
n (C) et ∀ i ∈ J1, nK, |(Dk)i,i| = 1

Par unicité de la décomposition QR, on a alors :

Qk = QOkD
?
k et Rk = DkTkRΛkU
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Étape 2 : Montrons la convergence de Ak.

Grâce à ce que l’on vient de trouver, on peut écrire :

Ak+1 = Q?
kAQk = (QOkD

?
k)?A(QOkD

?
k) = DkO

?
kQ

?AQOkD
?
k

Or, puisque A = PΛP−1 = QRΛkR−1Q−1 on obtient :

Ak+1 = DkO
?
kQ

?QRΛR−1Q−1QOkD
?
k = DkO

?
kRΛR−1OkD

?
k

De plus, comme R est diagonale supérieure, et puisque Ok converge vers In, on a :

lim
k→∞

Ak+1 = lim
k→∞

DkO
?
k(RΛR−1)OkD

?
k = lim

k→∞
DkO

?
k

λ1 (∗)
. . .

0 λn

OkD
?
k =

λ1 (∗′)
. . .

0 λn


Ainsi Ak converge bien vers une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est Diag(λ1, . . . , λn).
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